Prosiding Matematika ISSN: 2460-6464

Solusi Persamaan Diferensial Orde Dua Homogen dengan Koefisien
Fungsi
Solution To Homogeneous Second-Order Differential Equations With Function
Coefficients

Nellvy Apriliajasni, 2Gani Gunawan, ®Yani Ramdani
123prodi Matematika, Fakultas Matematika dan I1lmu Pengetahuan Alam, Universitas Islam Bandung,
JI. Tamansari No.1 Bandung 40116
email: *nellvyaprilia@yahoo.co.id, 2 ggani9905@gmail.com , *yaniramdani66@gmail.com

Abstract. In second-order differential equations, there are two homogeneous, namely differential equations,
second-order, homogeneous with constant coefficients, and differential equations, second-order,
homogeneous with function coefficients. The differential equation has different completion methods so that
for a second-order differential equation it is homogeneous with a change coefficient using to determine the
solution by the power series method. This power series method will produce a solution that polynomial
sequence. The solution to the problem of the power series according to the theorem in the form of a power
series in which the power series forms superposition. The completion of this power series at two-point,
namely ordinary point with the functions that are analytic at the ordinary point will produce a recurrence
formula and regular singular points with functions that are analytic and have an indicial equation that is
quadratic equations.

Keywords: Homogeneous Second-Order Differential Equations with Function Coefficients, Power
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Abstrak. Dalam persamaan diferensial orde dua homogen terdapat dua koefisien yaitu persamaan diferensial
orde dua homogen dengan koefisien konstan dan persamaan diferensial orde dua homogen dengan koefisien
fungsi. Persamaan diferensial tersebut mempunyai metode penyelesaiannya yang berbeda, sehingga untuk
persamaan diferensial orde dua homogen dengan koefisien fungsi menggunakan penyelesaian untuk
menentukan solusi dengan metode deret pangkat. Metode deret pangkat ini akan menghasilkan solusi yang
berbentuk deret pangkat atau polinom. Solusi dari penyelesaian deret pangkat menurut teorema adalah
berbentuk deret pangkat yang dimana deret pangkat tersebut membentuk superposisi. Penyelesaian deret
pangkat ini terdapat di dua titik yaitu titik biasa dengan fungsi yang analitik pada titik biasa akan
menghasilkan reccurence formula dan titik singular regular dengan fungsi yang analitik dan mempunyai
persamaan indisial yang merupakan persamaan kuadrat.

Kata Kunci: Persamaan Diferensial Orde Dua Homogen dengan Koefisien Fungsi, Metode Deret
Pangkat

A Pendahuluan yang mempunyai koefisien fungsi jika
b,(x), b1 (x), dan by (x) tidak semuanya
konstan dan jika g(x) = 0 maka bentuk
persamaan diferensial disebut
persamaan  diferensial orde dua
homogeny dengan koefisien fungsi. Jika
b,(x) # 0 pada interval yang diberikan,
maka dapat membagi persamaan
diferensial dengan b,(x) sehingga
mempunyai bentuk baku

Persamaan diferensial adalah
persamaan yang menyatakan hubungan
antara variabel bebas, variabel tak bebas
dan turunannya. Persamaan diferensial
dibedakan berdasarkan variabel yaitu
persamaan  diferensial  biasa  dan
persamaan diferensial parsial. Orde dalam
persamaan diferensial dibagi menjadi
persamaan  diferensial orde  satu,
persamaan diferensial orde dua sampai

. i "+ P "+ =0
persamaan  diferensial orde ke-n. Y @y"+ Q&xy

Persamaan  diferensial orde  dua Boyce dan DiPrima (2001)
mempunyai bentuk menyatakan bahwa metode deret
b, (xX)y" + b (X)y' + bo(x)y = g(x) pangkat untuk membangun penyeleseian
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fundamental solusi persamaan
diferensial orde dua homogen koefisien
fungsi dan berasumsi bahwa solusi dari
persamaan diferensial yang diberikan
memiliki ekspasi deret pangkat untuk
menentukan koefisien sehingga dapat
memenuhi persamaan diferensial.

Menyelesaian persamaan
diferensial koefisien fungsi dengan
menggunakan metode deret pangkat dan
dalam menyelesaikan ~ persamaan
diferensial orde dua homogen koefisien
fungsi dengan menyatakan penyelesaian
persamaan diferensial dalam bentuk
deret pangkat. Penyelesaian persamaan
diferensial ini akan berbentuk deret atau
polinom.

Dalam  penyelesaian  deret
pangkat mempunyai dua titik yaitu titik
biasa dan titik singular. Dengan
banyaknya jenis persamaan diferensial
dengan berbagai penyelesaian dan solusi
yang didapat maka perlu dibahas dan
dipelajari  penyelesaian  persamaan
diferensial orde dua koefisien fungsi
menggunakan metode deret pangkat.

B. Landasan Teori

Metode deret pangkat suatu deret
pangkat adalah deret dengan bentuk

(o]
Z apx" =ag+ a; + ax?+-+ a,x™ + -

n=0

Dengan x adalah suatu variabel bilangan
dan a,, adalah konstanta-konstanta yang
disebut koefisien deret.

Z a,(x —x0)" = ag + a1 (x —xp) + a,

" + ay(x — x9)% + -

+ a,(x — xo)™ + -

Disebut deret pangkat dalam (x — x,).
Dengan a,, a,, dan a, adalah koefisien-
koefisien konstan dari deret pangkat, x,
adalah suatu konstanta yang disebut
pusat dari deret dan x adalah peubah dan
mempunyai radius konvergensi atau jari-
jari kekovergensian yang dinyatakan
oleh R.
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Jika R >0, maka deret pangkat
Yoo An(x —xo)™  konvergen untuk
selang |x — x,| < R dan akan divergen
untuk selang |x — xo| > R.

Keanalitikan Fungsi f(x) dikatakan
analitik pada titik x,, jika dapat
dinyatakan oleh deret pangkat (x — x,)
dengan jari-jari konvergensi positif atau
kovergen.

Titik biasa

Definisi Sebuah titik x, disebut titik
biasa dari persamaan diferensial
b(X)y" + b (x)y" + bo(x)y =0 jika
kedua fungsi

by (x) dan bo(x)

b, (x) b, (x)

Analitik pada titik x,.

Titik singular regular

Definisi Sebuah titik x, disebut titik
singular yang regular dari persamaan
diferensial

b(X)y" + b (x)y" + bo(x)y =0 jika
kedua fungsi

by (x) bo(x)
(x — xp) 5,00 dan (x — x4)? b,(0)

Analitik pada x,.
Solusi penyelesaian deret pangkat

Teorema Jika x, merupakan titik biasa
dari persamaan diferensial

by (x)y" + b1 (x)y" + bo(x)y = 0,

) _ b _ bo(x)
Jika P(x) = 5a(0) dan Q(x) = 5a(0)
analitik di titik x,, maka mempunyai
bentuk solusi umum

Y= (= )" = 4 () + @,y,()

n=0

di mana a, dan a, adalah arbitrer dan y,
dan y, adalah dua solusi deret pangkat
yang analitik pada x,. (Boyce &
DiPrima, 2001)



C. Hasil Penelitian dan

Pembahasan

Persamaan diferensial orde dua
homogen dengan koefisien fungsi
mempunyai bentuk

by (x)y" + b1 (x)y" + bo(x)y =0
Bisa ditulis dengan dalam bentuk baku
yaitu

y'+Px)y' + Qx)y =0
penyelesaiannya dengan menggunakan
metode deret pangkat dalam (x — x;)
dan bentuk penyelesaian  karena
bergantung pada titik x,.

Penyelesaian persamaan diferensial di
titik biasa

Penyelesaian persamaan
diferensial orde dua homogen dengan
koefisien fungsi P(x) dan Q(x) dalam
suatu selang di sekitar titik biasa x.

Teorema Jika x, titik biasa dari
persamaan diferensial

by(x)y" + b (X)y" + bo(x)y =0
maka penyelesaian umum persamaan
diferensial itu mempunyai suatu uraian
deret pangkat di sekitar x,, Vaitu
Y =Yoo an(x —xo)™ dalam selang
[x — x| < R.

Bukti

Bentuk baku persamaan diferensial orde
dua homogen dengan koefisien fungsi
yaitu y'+Px)y' + Qx)y=0
dengan P(x) dan Q(x) adalah fungsi
analitik.

Misalkan fungsi P(x) = Yo oPn(x —
Xo)" dan Q(x) = X0 gn(x — x¢)™ dan
y= Z?}?:O an(x - xo)n untuk

Maka diturunkan deret pangkat y sampai
turunan kedua diperoleh

(o)

Y= ) nay = xp)"?

n=1
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dan

PEYy' = (Z palx = xo)”>
n=0

[

X na,(x — x )n‘l)
e
(S}
n=0 o
X n+Da,(x—x )")
-> <Z k+ 1)ak+1pn_k> (= x0)"
k=0

(3 0 -07) (St
n=0 n=0
= i (Zn: akqn—k) (x — x0)"

0 \k=0
persamaan

Y= D n(n = Day(x = 20"
n=2

Mensubtitusikan ke
y" + P(x)y' + Q(x)y = 0, didapatkan

> = Day(x = x0)"?

n=2

s

m+1Dn+2)ap(x —x)™ +

3
I

0
n

N

n
(k + Dags1Pn-r + Z ak‘ln—k) (x —xo)"
k=0 k=0

=0

s

3
I

n
((n + D+ 2)ay, + Z(k + 1) ag41Pn-x
0 k=0

n
+ Z AGnok | (x—x0)" =0
k=0

Berdasarkan sifat kesamaan dua deret
diperoleh

n
(n+ DO+ Dy + ) e+ Dagrapnos

k=0
n

+ Z Axqn-r =0
k=0

(n+ D+ 2)an,.,

=- Z((k + Dgs1Pn-k) + Aeln-k)

k=0
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1 n
Qpyp = —m;o((’f + Dags1Pn—k)

+ akqn—k)!n = 011,2,

Rumus di atas merupakan recurrence
formula (relasi berulang). Recurrence
formula adalah mendefinisikan suatu
deret ke dalam bentuk satu atau lebih
deret sebelumnya.

Diambil a, dan a, sebarang konstanta,
maka koefisien a,,as, a,, ... dapat
ditentukan sebagai kombinasi linear dari
a, dan a,;. Jadi y = Y7 o a,(x — xo)"
merupakan penyelesaian umum dari
persamaan diferensial
by (x)y" + by (x)y" + bo(x)y = 0di
sekitar titik biasa x = x,.

Penyelesaian persamaan diferensial di
di titik singular

Penyelesaian persamaan
diferensial orde dua homogen dengan
koefisien fungsi (x —xy)P(x) dan
(x — x9)?Q(x) dalam suatu selang di
sekitar titik singular yang reguler x,
yang mempunyai suatu himpunan
berbentuk 0 < |x — x,| < R untuk suatu
bilangan positif R.

Teorema Frobenius

Jika x = x, merupakan titik singular
reguler dari persamaan diferensial

by (xX)y" + by (x)y" + bo(x)y =0
maka setidaknya mempunyai satu solusi
berbentuk

y= (= x0) ) an(x = xo)"
n=0

[oe]

=) -

n=0

di mana r adalah konstanta yang
ditentukan dan deret konvergen dalam
selang 0 < |x — x| < R.

Bukti
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Bentuk baku persamaan diferensial orde
dua homogen dengan koefisien fungsi
yaitu y'+Px)y + Q(x)y=0
dengan P(x) dan Q(x) adalah fungsi
analitik  Misalkan  fungsi P(x) =
Ln=oPn(Xx —x)"  dan  Qx) =
Y=o dn(x — x0)" dan
Y = Xn=o an (x — x0)™*" untuk

0 <|x—x0] <R.

Maka diturunkan deret pangkat y sampai
turunan kedua diperoleh

y'= ) (Pl = xp)
n=0

y'= Z(n + 1)+ 7 — Day(x — x)"7 2

n=0

dan

(= %)P() = ) pulx = 30)"

(x — x0)

n=0
1 [o 2]
PG) = > palx = xo)"
n=0

(= %)2Q00) = ) aulx = x0)"
n=0

1 [ee)
Q00 = WZ anx = %)
maka

r_ 1 N _ n
P(x)y - (x _ xo) (;pn(x xO) ) X
(Z(n +r)an(x - xo)"“-l)
n=0
=(x—xy)7 ! (Z pn(x — xo)n) X
n=0
(Z (n+r)a,(x — xo)n”'l)

n=0

= (=2 (Z paCx - xo)") x
n=0
(Z (n -+ P)an x - xo)”)
n=0
SCREDDY (2 Gn-sax (k + r))

n=0 \k=0
X (x — x)"
[e0]

1
Qx)y = m(; qn(x = xo) )

x (Z an(x — xo)n”)

n=0



= (= x)2 (Z anCx - xo)")
n=0
X (Z an(x — xo)””)

n=0

NGE

= (x —x0)" 2 x ( Gn(x — xo)”)

0

X (i an(x — xo)n)

n=0

=(x—x)" 2 Z (Z C{n—kak> (x —x)"
n=0 \k=0

Mensubtitusikan ke persamaan y" +
P(x)y' + Q(x)y = 0, didapatkan

Z(n +r) (41— Da,(x —x)™" 2 +
n=0

(c=x)2 ) (Z Pt (k + r)) (= x)" +

B
Il

n=0 \k=0
(x = x0)"2 Z (Z qn—kak> (x—x)" =0
n=0 \k=0
(x—%)"2 ) (n+r)(n+7—Da,(x —xx)" +
0 1%; i 0
CEEDIEDY (Z Pu-ka(k + r)) (= xp)" +
n=0 \k=0
(x —x0)"2 Z (Z qn—kak> (x—x)"=0
n=0 \k=0
Dengan koefisien (x —x,)""2 akan
diperoleh:

untuk koefisien (x —x,)™2:[r(r— 1) +
por + qolag =0
ari asumsi a, # 0 maka
rr—=1)+pyr+q,=0
Persamaan diatas disebut sebagai
persamaan indisial.
Persamaan indisial adalah persamaan
kuadrat dalam r. Dalam penyelesaian
persamaan diferensial di titik singular
regular terdapat 3 jenis solusi akar-akar
yaitu :

Kasus 1 jika r, — r, # bilangan bulat,
maka

0o}

1) = anle—x a0 % 0

n=0

y2() = ) balr=xg)"* by # 0
n=0
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Kasus 2 jika r; = r, + (bilangan bulat
positif), maka

[ee)

B = ) anGe—x)™ag % 0

n=0

Y2(x) = Cy1(x) lnlxw— Xol

+ Z b (x — %)™ b,
n=0
£0

Kasus 3 jika r; = r,, maka

1) = ) =z e %0

n=0

7200 = (@) Il ~ x|
D by = x)™7
n=0

D. Kesimpulan

Penyelesaian persamaan diferensial orde
dua homogen dengan koefisien fungsi
menggunakan deret pangkat ini dapat
dilihat dari bentuk penyelesaian yang
bergantung pada titikk x,. Bentuk
penyelesaian deret mempunyai dua titik
yaitu:

1. Titik biasa
Pada titik biasa fungsi P(x) dan
Q(x) pada persamaan diferensial
analitik di titik x,. Di titik biasa
akan menghasilkan recurrence
formula yang berbentuk

_ 1
n = nn-1)

n-2

Z((k + Dy 1Pnk-2)
k=0
+arqu_r_2)n=2734..

2. Titik singular regular
Titik singular merupakan titik
yang tidak analitik pada titik x,.
Jika fungsi (x — x¢)P(x)
dan  (x —x,)?Q(x)  pada
persamaan diferensial analitik di
titik x, maka dapat dikatakan
titik singular yang reguler. Pada
titik singular reguler mempunyai
dua penyelesaian bebas linear
dan mempunyai  persamaan
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indisial yang merupakan

persamaan kuadrat yang

mempunyai bentuk :
rr—1)+pyr+qy=0

E. Saran

Penelitian dapat dikembangkan
untuk  menentukan  solusi  dari
persamaan diferensial orde dua tidak
homogen dengan koefisien fungsi
menggunakan metode deret pangkat.
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