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Abstrak. Persamaan diferensial adalah suatu persamaan matematik yang terbentuk karena adanya
fenomena perubahan terhadap variael yang mempengaruhi fenomena tersebut. Fenomena perubahan
tersebut misalnya terjadi dalam bidang ekonomi yang terkait dengan kondisi pasar yaitu tentang
keseimbangan dan kestabilan pasar. Faktor yang mempengaruhi tercapainya kestabilan dan keseimbangan
pasar adalah perubahan harga: Pada pasar berganda dengan dua produk, jumlah permintaan dan
penawaran akan dipengaruhi oleh perubahan dari harga produk tersebut dan harga produk lainnya.
Samuelson memanfaatkan dari fenomena yang terjadi bahwa perubahan harga sebanding dengan
perubahan kelebihan permintaan. Dari latar belakang tersebut penelitian ini dilakukan untuk mengetahui
bentuk sistem penyesuaian harga dinamik Samuelson secara matematis dan untuk mengetahui kondisi apa
saja yang menjamin tercapainya kestabilan keseimbangan pasar berganda dengan dua produk. Hasilnya
adalah kestabilan keseimbangan akan tercapai jika terjadi kondisi perubahan kelebihan permintaan
produk pertama naik maka kelebihan permintaan produk kedua turun dengan nilai yang sama atau lebih
besar.

Kata kunci : Sistem persamaan diferensial linier, Persamaan Difrensial Pasar Berganda Dinamik
Samuelson, Keseimbangan, Kestabilan.

A. Pendahuluan

Persamaan diferensial adalah persamaan matematik yang terbentuk karena adanya
fenomena perubahan terhadap variabel yang mempengaruhi fenomena tersebut. Secara
matematis penyelidikan terhadap perubahan tersebut akan menghasilkan ekspresi
turunan dari suatu fungsi yang belum diketahui. Dalam dunia nyata terkadang
ditemukan suatu fenomena yang menghasilkan lebih dari satu persamaan yang saling
mempengaruhi satu sama lain, sehingga dalam pembentukan model matematikanya
dilakukan dengan pendekatan persamaan simultan atau akan membentuk suatu sistem
persamaan.

Banyak kasus perubahan di dunia nyata yang membentuk sistem persamaan
diferensial, misalnya dalam bidang ekonomi. Permasalahan ekonomi salah satunya
adalah masalah kondisi pasar. Kondisi pasar yang dimaksud adalah kondisi dimana
pasar tersebut seimbang dan stabil. Banyak faktor yang mempengaruhi terjadinya
kestabilan keseimbangan pasar. Salah satu faktor tersebut adalah perubahan harga dari
setiap produk yang akan mempengaruhi permintaan dan penawaran setiap produk
tersebut.

Jika dalam suatu pasar terdapat dua jenis produk yang saling substitusi satu sama
lainnya maka kondisi tersebut termasuk dalam pasar berganda atau multimarket. Pada
pasar tersebut permintaan dan penawaran suatu barang akan dipengaruhi oleh
permintaan dan penawaran jenis barang lainnya. Dalam kehidupan nyata kondisi pasar
juga dipengaruhi oleh berjalannya waktu (dinamik). Pasar dengan dua jenis produk
termasuk dalam pasar berganda dinamik.
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Dalam suatu sistem, akan ada faktor atau kondisi yang menjadikan sistem tesebut
stabil. Begitu juga pada kasus kestabilan pasar berganda dinamik. Analisis tentang
kestabilan keseimbangan pasar berganda dinamik telah dianalisis oleh Samuelson
dengan pendekatan sistem persmaan diferensial. Hal ini menjadi topik yang menarik
dalam pembahasan tulisan ini, dimana penulis ingin mengetahui kodisi yang menjamin
terciptanya kestabilan keseimbangan pasar berganda melalui pendekatan sistem
persamaan diferensial biasa linear.

B. Landasan Teori
Sistem Persamaan Differensial linear Orde Pertama, Sistem Otonom
Secara Umum, sistem dari dua buah persamaan diferensial linear orde pertama

dinyatakan dalam bentuk
% o Fl(t' X, y)
2 = Rt xY) (1)
Sistem (1) dikatakan mempunyai solusi pada interval 7 : o < ¢ < f jika terdapat
himpunan 2 fungsi
x= x(t),y=y(t) (2)
yang dapat didiferensialkan pada semua titik dalam interval I dan memenuhi sistem
persamaan (1) pada semua titik pada interval ini.
Jika variabel t tidak muncul secara eksplisit, maka dinamakan sistem otonom

dengan bentuk umumnya sebagai berikut

2= G(xy) ®)
Metode Penyelesaian Sistem Persamaan Diferensial linear dengan Matriks
Misalkan sistem persamaan diferensial linier homogen 2x2 dengan koefisien
konstanta sebagai berikut:

d
d—f =ayx + by
2 = ayx + byy (4)
dimana konstanta a, a,, by, b, diasumsikan bilangan riil. Sistem (4) dapat disajikan
dalam bentuk matriks sebagai berikut:
x'l_ [ayr bi][x
bil=la) b ©
dimana x’ = < dan y' = 2
dt dt

Sistem (5) secara ringkas dapat ditulis dengan memperkenalkan vektor- vektor
X', X dan matriks A, yaitu:
X' =AX (6)
Dari bentuk sistem linier (6), kita dapat mengasumsikan sebagai solusi berbentuk
klelt
kye “l ()
Dengan mendiferensialkan dan melakukan substitusi pada setiap komponen
vektor itu, kita memperoleh

X = Ke’atau [;] = l

Aklelt = alklelt + blkzelt
Akzelt = azklelt + bzkzelt (8)

Prosiding Penelitian Sivitas Akademika Unisba (Sains dan Teknologi)



Analisa Matematik untuk Menentukan Kondisi Kestabilan Keseimbangan Pasar Berganda dengan ... | 3

atau dapat ditulis
(a; — Dk + bk, =0
azk, + (b, =Dk, =0 (9)
atau dalam bentuk matriks

[ 2l ] =T (10)

Sistem (9) merupakan sistem persamaan linier homogen dan agar kita
mendapatkan solusi tak trivial maka haruslah

a, —A b;

| a, b,—41

=0 (11)

atau dapat ditulis
A% — (ay + by)A + (a1b, — azby) =0 (12)

Selanjutnya akan diselidiki. jenis titik kritis secara analitik yaitu bagaimana
menentukan jenis suatu titik Kritis terasing P, dari suatu sistem otonom (3). Tanpa
mengurangi keumuman, diasumsikan P, adalah titik (0,0). Cara yang sering dipakai
untuk menyelidiki jenis titik kritis ini adalah dengan cara pelinieran.

Karena P,: (0,0) adalah titik kritis maka F(0,0) = 0 dan 6(0,0) = 0, akibatnya F
dan G tidak mempunyai konstanta. Dari sini dapat dituliskan suku liniernya secara
eksplisit

X =a.x+by+Fi(x,y)

Y = axx + by + G1(x,y) (13)
sistem linier yang dihasilkan dengan pelinieran sistem (13) ini yaitu dengan
menghilangkan F; dan G, sehingga diperoleh

X =a,x + by
y' = ax + b,y (14)
dari sistem (5) jika a,b, — a,b; # 0 maka jenis dan kestabilan P, sama dengan jenis
dan kestabilan titik kritis (0,0) dari sistem linier.
Persamaan (12) dapat ditulis dalam notasi yang baku dengan memisalkan

u=aq + b2 , V= a1b2 - a2b1 (15)
dari (15), persamaan karakteristik (12) dapat ditulis juga sebagai persamaan
A —ul+v=0 (16)

jika 1,4, 4, adalah akar-akar karakteristik maka diperoleh
Z—ul+v=A-21)A—-2)=2—-A +1,)1+ 1,4, =0 17)
sehingga
u=4+1,,v=41, (18)
Berdasarkan c dan d ini dapat dicirikan P, sebagal berikut:
1. Stabil dan atraktif jikac <'0dand > 0
2. Stabil jikac < 0dan d > 0
3. Tidak stabil jikac > 0 ataud < 0

Kelebihan Permintaan

Kelebihan permintaan (excess demand) adalah suatu kondisi dimana dengan
penetapan harga seharga (P,) mengakibatkan jumlah permintaan (Q ) lebih besar dari
pada jumlah penawaran (Q;) sehingga terjadi pengalokasian sumber ekonomi yang tidak
optimum karena jumlah yang sebenarnya diminta pasar lebih besar dari yang
ditawarkan. Keadaan kelebihan permintaan tersebut dapat dilihat dari grafik sebagai
berikut :
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Gambar 1 : Grafik Kelebihan Permintaan (Excess Demand)

C. Pembahasan

Keseimbangan Pasar Berganda dengan Dua Produk

Dalam pasar berganda dengan dua produk x; dan x, atau dapat ditulisx =
(x1,x,) dan mempunyai harga masing-masing p, dan p, atau dapat ditulis p = (p4, p2).
Dalam pasar tersebut terdapat permintaan dan penawaran barang i, dimana i=1,2 yang
dipengaruhi oleh harga kedua barang tersebut sehingga menghasilkan suatu fungsi
permintaan dan fungsi penawaran. Fungsi permintaan untuk produk ke-i disimbolkan
dengan D;(p) dan fungsi penawaran produk ke-i disimbolkan dengan S;(p).

Interaksi antara permintaan dan penawaran akan menghasilkan kondisi dimana
jumlah permintaan lebih banyak daripada jumlah penawaran yang dikenal dengan istilah
kelebihan permintaan ( excess demand). Kelebihan permintaan (excess demand)
merupakan selisih antara jumlah permintaan dengan jumlah penawaran yang
dinotasikan dengan f;(p), dimana i = 1,2. Oleh karena D;(p) menunjukan jumlah
permintaan dan S;(p) menunjukan jumlah penawaran, maka

filp) = Di(p) — Si(p) (19)

Dalam suatu pasar tentunya akan memberikan harga yang berbeda- beda terhadap
suatu produk i. Dari harga- harga tersebut, terdapat harga- harga yang memungkinkan
terjadinya keseimbangan pada produk ke-i yang berarti bahwa pada harga- harga
tertentu jumlah permintaan dan jumlah penawaran pada produk ke-i tersebut sama.
Harga-harga tersebut dapat dinotasikan sebagai vektor harga p yang merupakan vektor
harga keseimbangan. Oleh karena itu dapat dikatakan bahwa keseimbangan pada
produk ke-i akan tercapai jika dan hanya jika terdapat vektor harga p sedemikian
sehingga

D;(P) = Si(p) (20)

Dari persamaan (20) di atas dapat dikatakan juga bahwa selisih antara jumlah
permintaan dan jumlah penawaran produk ke-i tersebut sama dengan nol, atau dapat
dituliskan

fi®@) =D;(@) —S;(®) =0 (21)

Dari kondisi di atas, dapat dinyatakan bahwa keseimbangan secara keseluruhan
pada pasar berganda dengan dua produk akan tercapai apabila kondisi keseimbangan
pada persamaan (20) dapat terpenuhi untuk semua produk ke- i, dimana i=1,2. Jika
kondisi tersebut dapat terpenuhi maka dapat ditulis
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fi®) =0 (22)
yang artinya tidak terjadi kelebihan permintaan pada produk ke-i dan berarti jumlah
permintaan dengan jumlah penawaran produk ke-i tersebut sama.

Model Pasar Berganda Dinamik Samuelson dengan Dua Variabel

Model pasar berganda dinamik adalah model pasar berganda yang
mempertimbangkan faktor variabel waktu t dan untuk memodelkan pergerakan harga
dalam suatu pasar. Dalam pasar berganda dengan dua produk yang saling
mempengaruhi jumlah permintaan dan jumlah penawaran suatu barang ke-i dimana
i=1,2 akan dipengaruhi oleh harga dari kedua produk tersebut. Pada suatu waktu
tertentu harga dari suatu barang akan mengalami perubahan dan untuk waktu-waktu
seterusnya akan mengalami perubahan juga.

Samuelson memanfaatkan suatu fenomena yang yang terjadi dari kenyataan yang
ada bahwa perubahan harga sebanding dengan perubahan kelebihan permintaan yang
artinya harga akan melakukan penyesuaian terhadap kelebihan permintaan. Dari kondisi
tersebut dapat dikatakan bahwa pada suatu tingkat harga tertentu, jikajumlah permintaan
lebih besar dari jumlah penawaran yaituD;(p) > S;(p) yang berartif;(p) > 0, maka
harga akan bergerak naik dan sebaliknya jika jumlah permintaan lebih kecil dari jumlah
penawaran Yyaitu D;(p) < S;(p) yang berarti f;(p) < 0, maka harga akan bergerak
turun. Dari kondisi tersebut perubahan harga akan terjadi seiring berjalannya waktu,
sehingga untuk perubahan harga setiap produk, Samuelson menuliskannya dalam bentuk
sistem persamaan diferensial yaitu :

O = e il (0, P2(O] 5 1=1,2 -

atau dapat juga ditulis

2O = kifi(p(D) ; i=1,2dan p = (p1, p2) (24)

Persamaan (24) diatas dinamakan dengan sistem penyesuaian harga dinamik
samuelson. Dimana k; adalah konstanta yang menyatakan kecepatan penyesuaian
(speed of adjustment) produk ke-i terhadap perubahan waktu. Persamaan (24) bersifat
otonom karena variabel t tidak muncul secara eksplisit, dikarenakan pada kenyataannya
variabel waktu tidak secara langsung berpengaruh terhadap perubahan harga. Perubahan
harga dipengaruhi oleh pendapatan sedangkan pendapatan sendiri dipengaruhi oleh
perubahan waktu. Oleh karena itu variabel waktu t tidak dimunculkan secara eksplisit.
Pada kondisi dimana terjadi kelebihan permintaan (excess demand) harga akan bergerak
naik, maka dapat dikatakan juga bahwa perubahan harga yang terjadi akan bergerak

naik atau bernilai positif dengn kata lain d%t)>0. Oleh karena dpd;ft)> 0 dan

fi(p(t)) > 0, maka haruslah k; bernilai positif atau dapat ditulis k;>0.

Samuelson memberikan suatu konstanta k; sebagai suatu konstanta yang
menyatakan kecepatan penyesuaian (speed of adjustment) dari produk ke-i terhadap
perubahan waktu. Tentunya setiap produk memiliki kecepatan penyesuaian yang
berbeda- beda, diasumsikan perubahan harga yang terjadi tetap k; = 1. Dari sini maka
persamaan (24) dapat ditulis

PO = fp®) ;=12 (25)
Oleh karena f;(p(t)) tidak diketahui nilainya, sehingga dari persamaan (25) di
atas jika diambil aproksimasi taylor dari f;(p) pada titik-titik disekitar vektor harga p =

(P1, P2), yaitu:
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@) = i@ + T3t 2 [py (0 ~ 7)) (26)

Karena dari persamaan (22) menyatakan bahwa fi(®) = 0 untuk semua i=1,2;
maka persamaan (26) dapat ditulis menjadi

ip(©) = 55 L [0 (0) - 5] (27)
untuk penyederhanaan dimisalkan i ‘;}p) = a;; dimana a;; merupakan suatu konstanta,
sehingga persamaan (27) dapat dituliskan

B 32 ayyp; (=] (28)
persamaan (28) di atas dapat dluralkan menjadi
dpdlt(t) a11[p1(t) — p1l + as2[p2 () — p2]
dp;t(t) a1 [p1 () — P1] +azz[po(8) — P, ] (29)

Dari sistem persamaan (29) di atas dapat dibentuk menjadi sebuah matriks 2x2
sebagai berikut

dp1(t)
i a11a12] [p1(t) — P4 ] (30)
m@ 021022 Lipy () — 7o
Sistem (30) dapat dlbentuk dalam notasi vektor sebagai berikut
d 15
B = p = Alp;(©) - 7] (31)

dimana A merupakan matriks berukuran 2x2 dengan elemen-elemennya adalah a;;
dengan i=1,2 dan j=1,2.

Persamaan (31) dapat disederhanakan lagi dengan memisalkan q; = p;(t) — p;,
maka dapat dilihat perubahan g; terhadap waktu t sebagai berikut

qu(t) __dp;(t) dp;
dt [ Ly (3

karena p merupakan harga keselmbangan maka tidak terjadi perubahan harga terhadap
waktu t, sehingga dapat dituliskan

dq;(t) _ dp;(t)
dt dt

karena i dan j sama-sama menyatakan produk, maka

(33)

dq;(t) _ dpi(t)’ sehingga dapat

dt
ditulis sebagai berikut
dqj(t) e
qét =Y aifp;® — p)] (34)
dan dapat ditulis dengan notasi vektor menjadi
q="4q (35)
persamaan (35) di atas dapat dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut
dq.(t)
a11a12
lMNJ oo (36)

Persamaan (36) ini merupakan implikasi dari persamaan (23) yaitu sistem
penyesuaian harga secara dinamik menurut samuelson yang di aproksimasi. Persamaan
ini juga membentuk suatu sistem otonom linier homogen.

Kestabilan Keseimbangan Pasar Berganda
Selanjutnya akan diteliti secara analitik bagaimana menentukan jenis suatu titik
kritis P dari sistem otonom (36). Jika a,,a,, — a;,a,; # 0 maka jenis dan kestabilan
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P sama dengan jenis dan kestabilan titik kritis (0,0) dari sistem linier. Karena sistem
(36) merupakan sistem linier maka kita dapat mengasumsikan sebagai solusi berbentuk

ke
— LAt 1
q = ke”* atau [ ] lkze’ul (37)

untuk dapat menentukan konstanta tak diketahui 4, k,, dan k,, maka solusi (36) harus
memenuhi sistemnya. Dengan mendiferensialkan g, dan g,, maka didapatkan
g1 = Aklelt
42 = /U(zelt (38)
jika disubstitusikan (38) pada (36) maka diperoleh
Mee = ay ke + apkpe?t
Aeyet = ay ke + ay, ket (39)
karena setiap unsur dari sistem (39) terdapat nilai e*t, maka dapat kita hilangkan e*t
pada setiap unsur tersebut dengan cara membaginya dengan nilai e*¢itu sendiri sehingga
sistem (39) dapat dirulis
Aky = ayiky + agzk;
Ak, = az ki + azk; (40)
atau dapat ditulis
(a1 = Dky + agk; =0
Az1ky + (az; — Dk, =0 (41)
Sistem (41) merupakan sistem persamaan linier homogen yang akan mempunyai
solusi non trivial jika determinan matriks koefisiennya sama dengan nol, yaitu

a;; — 4 aiz
Az1Qz2 — A =0 ‘8
Dari (42) didapat persamaan karakteristik sebagai berikut
22— (ayg + az)A + ay105, — az10,, = 0 (43)
persamaan (43) dapat di tulis dengan notasi yang baku dengan memisalkan
m = aj; + 0z ,N = Q11023 — A1012 (44)
Dari (44), persamaan karakteristik (43) dapat ditulis juga sebagai persamaan
A—mi+n=0 (45)
jika 1,4, A, adalah akar-akar karakteristik maka diperoleh
APZ—ml+n=A—21)A—1,) =22 — (A + 1A+ 1,1, =0 (46)
sehingga
m=2A; +A,,n =241, dan A= (1; +1,)%? — 42,1,
(47)

Berdasarkan m dan n ini dapat dicirikan P, atau P sebagai berikut:
1. Stabil dan atraktif jikam < 0dann > 0
2. Stabil jikam < 0dan n > 0
3. Tidak stabil jikam > 0 ataun < 0
Dari kriteria di atas dapat dikatakan bahwa P akan stabil dan atraktif jika m < 0
dan n > Oyang artinya untuk t — oo maka p; — p. Dikatakan stabil saja jika m < 0 dan
n > Qyang artinya untuk t — oo maka p;akan sama dengan p, dan dikatakan tidak stabil
jikam > 0 atau n < 0 yang artinya untuk t - co makap; » p .
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D. Kesimpulan

Matriks yang dibangun dari sistem penyesuaian harga dinamik Samuelson dapat
dimanfaatkan untuk menentukan kondisi yang menjamin kestabilan keseimbangan pasar
berganda dengan dua produk. Dari hasil pembahasan dapat dikatakan bahwa harga
produk 1 dan harga produk 2 akan mencapai harga keseimbangan (p; — p, p, — p) jika
terpenuhi kondisi dimana m < 0 dann > 0 dengan m = a1 + ay, dar_1 n = a0y, -
az1a,. Oleh karena a;; = d’;lg?) dan m < 0 maka dapat dikatakan %p(p) + %p(p) <0

] 1 2
atau bernilai negatif, yang artinya jumlah dari perubahan kelebihan permintaan suatu
produk terhadap perubahan harga produk tersebut akan begerak turun atau kelebihan

permintaan akan mengecil. Dilihat dari n > 0, (dfl(ﬁ) T 22 dfl(ﬁ)) > 0 atau

_ i - > dpy = dp; dp; = dp,
W@ a®) o, @) WD) yari kondisi ini dapat dikatakan bahwa nilai perubahan
ap, . dap, _dpl dapz . - .
kelebihan permintaan suatu produk terhadap perubahan produk lain tidak lebih besar
dari perubahan kelebihan permintaan suatu produk terhadap perubahan harga produk itu

sendiri.
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