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Abstract. In this paper Cross Product is the multiplication of two vectors at a three-dimensional space that 

produced vector. In the cross product there is a proposition that says that The Norm Cross Product is the 

same as the parallelogram area. From this proposition, Norm Cross Product can developed to calculate the 

surface area at three-dimensional space through the concept of Riemann Sum. The Riemann Sum concept 

for calculating the surface area of a partition can be formed in the form of rectangles as many as 𝑛 partitions, 

so the interval of each partition is formed very small. Each arbitrary point on the surface of the plane is 

projected onto a partition at resolution. The point is projected as a coordinate point that is touched on by the 

tangent plane. The area of the tangent formed can be calculated using the Norm of the cross product. The 

area on the surface of the plane is an agreement of the area of tangent. 
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Abstrak. Dalam hal ini hasil kali silang (cross product) adalah perkalian dua buah vektor pada ruang dimensi 

tiga yang menghasilkan vektor. Pada hasil kali silang terdapat sebuah dalil yang mengatakan bahwa Norm 

hasil kali silang adalah sama dengan luas jajaran genjang. Dari dalil ini, Norm hasil kali silang dapat 

dikembangkan untuk menghitung luas suatu permukaan pada ruang dimensi tiga melalui konsep jumlah 

Riemann. Konsep jumlah Riemann untuk menghitung luas permukaan bidang dapat dibentuk partisi-partisi 

berupa persegi panjang-persegi panjang sebanyak 𝑛 partisi, sehingga interval setiap partisi yang terbentuk 

sangat kecil. Setiap titik sembarang pada permukaan bidang diproyeksikan secara ortogonal terhadap partisi 

pada daerah definisi. Titik yang diproyeksikan tersebut merupakan koordinat titik singgung yang disinggung 

oleh bidang singgung. Luas bidang singgung yang terbentuk dapat dihitung dengan menggunakan Norm 

hasil kali silang. Luas pada permukaan bidang merupakan aproksimasi dari luas bidang singgung. 

Kata Kunci: Luas Permukaan, Norm Cross Product, Bidang Singgung, Jumlah Riemann, 

Aproksimasi Terbaik. 

 

A. Pendahuluan 

Vektor secara geometrik dapat 

dinyatakan sebagai ruas garis berarah 

yang dapat digambarkan pada ruang 

dimensi dua atau ruang dimensi tiga. 

Dalam vektor ada perkalian dua buah 

vektor yang menghasilkan vektor yaitu 

hasil kali silang. Hasil kali silang dalam 

ruang dimensi- 𝑛 bersifat tertutup karena 

jika terdapat 𝒖 dan 𝒗 yang berada pada 

ruang dimensi-𝑛 maka  𝒖 × 𝒗 pastilah 

berada pada ruang dimensi yang sama. 

Oleh karena itu, ketika 𝒖 × 𝒗 

dikembangkan pada ruang dimensi tiga 

maka panjang hasil kali silangnya pun 

akan berada pada dimensi yang sama.  

Panjang hasil kali silang 𝒖 × 𝒗 

adalah sama dengan luas jajaran genjang 

yang ditentukan oleh 𝒖 dan 𝒗 (Stewart, 

2011). Luas jajaran genjang merupakan 

bidang datar yang berada pada ruang 

dimensi dua, dari ruang dimensi dua 

inilah panjang hasil kali silang akan 

dikembangkan untuk menghitung luas 

suatu permukaan pada ruang dimensi 

tiga melalui konsep jumlah Riemann. 

Konsep jumlah Riemann membentuk 

partisi-partisi berupa persegi panjang-

persegi panjang sebanyak 𝑛 partisi, 

sehingga interval setiap partisi sangat 

kecil (𝑛 → ∞). Setiap titik sembarang 

pada permukaan bidang diproyeksikan 
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secara ortogonal terhadap partisi pada 

daerah definisi. Titik yang diproyeksikan 

tersebut merupakan koordinat titik 

singgung yang disinggung oleh bidang 

singgung.  Bidang singgung yang 

terbentuk membentuk jajaran genjang. 

Sehingga untuk menghitung luas 

permukaan bidang dapat diaproksimasi 

dengan menggunakan rumus Norm hasil 

kali silang. 

B. Landasan Teori 

Dalam landasan teori ini ada 

beberapa teorema dan definisi yang 

mendukung pembahasan untuk 

menghitung luas suatu permukaan pada 

dimensi tiga, diantaranya: 

Teorema 1: 

Jika 𝜃 adalah sdut tak-negatif terkecil 

diantara dua vektor tak-nol 𝒖 dan 𝒗, 

maka 𝒖 ∙ 𝒗 = ‖𝒖‖‖𝒗‖ 𝑐𝑜𝑠 𝜃. (Varberg 
D. E., 2011) 

Teorema 2: 

Dua vektor 𝒖 dan 𝒗 adalah saling tegak 

lurus jika dan hanya jika hasil kali 

titiknya 𝒖 ∙ 𝒗 adalah 0. (Varberg D. E., 

2011) 

Teorema 3: 

Jika 𝒖 dan 𝒂 adalah vektor-vektor pada 

ruang berdimensi dua atau ruang 

berdimensi tiga dan jika 𝒂 ≠ 𝟎, maka 

𝑃𝑟𝑜𝑗𝒂𝒖 =
𝒖 ∙ 𝒂

‖𝒂‖𝟐
𝒂     

𝒖 − 𝑃𝑟𝑜𝑗𝒂𝒖 = 𝒖 −
𝒖 ∙ 𝒂

‖𝒂‖𝟐
𝒂  

(Anton, 2004) 

Teorema 4: 

Misalkan 𝒖 dan 𝒗 vektor-vektor di 

ruang-tiga dan 𝜃 adalah sudut di antara 

kedua vektor tersebut, maka: 

1. 𝒖 ∙ (𝒖 × 𝒗) = 𝟎 = 𝒗 ∙ (𝒖 × 𝒗) 

yakni 𝒖 × 𝒗 tegak lurus 

terhadap 𝒖 dan 𝒗. 

2. 𝒖, 𝒗, dan 𝒖 × 𝒗 membentuk 

suatu rangkap tiga tangan 

kanan (right-handed triple). 

3. ‖𝒖 × 𝒗‖ = ‖𝒖‖‖𝒗‖ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

Teorema 5: 

Panjang hasil kali silang 𝒖 dan 𝒗 adalah 

sama dengan luas jajaran genjang yang 

ditentukan oleh 𝒖 dan 𝒗. (Stewart, 2011) 

Teorema 6: 

Untuk permukaan  𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑘, 

persamaan bidang singgung di  
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) adalah 

𝛁𝑭(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ⋅ (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0, 𝑧 − 𝑧0) = 0 

yaitu 
𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑦 − 𝑦0)

+ 𝐹𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑧 − 𝑧0) =   0  

Secara khusus, untuk suatu permukaan 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), persamaan bidang 

singgung di (𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑥0, 𝑦0)) adalah 
𝑧 − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) 

(𝑦 − 𝑦0). 

(Varberg D. E., 2011) 

Teorema 7: 

Jika 𝒖 dan 𝒗 adalah vektor-vektor di 

dalam sebuah ruang hasil kali dalam 

real, maka |〈𝒖, 𝒗〉| ≤ ‖𝒖‖‖𝒗‖. (Anton, 

2004) 

Teorema 8: 

Jika 𝑊 adalah sebuah subruang 

berdimensi terhingga dari suatu ruang 

hasil kali dalam 𝑉, dan jika 𝒖 adalah 

sebuah vektor pada 𝑉, maka 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑊𝒖 

adalah aproksimasi terbaik (best 

approximation) bagi 𝒖 pada 𝑊, dalam 

pengertian bahwa 
‖𝒖 − 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑊𝒖‖ < ‖𝒖 − 𝒘‖ 

untuk setiap vektor 𝒘 pada 𝑊 yang 

bukan 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑊𝒖. (Anton, 2004) 

Definisi 1: 

Jika diberikan suatu fungsi terbatas 

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ dan partisi 𝑃 =
{𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛} pada [𝑎, 𝑏]. 
Jumlah Riemann atas dan jumlah 

Riemann bawah dari fungsi 𝑓 

sehubungan dengan partisi 𝑃 

didefinisikan dengan:  

𝑈(𝑓; 𝑃) = ∑ 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 = ∑ 𝑀𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) 
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𝐿(𝑓; 𝑃) = ∑ 𝑚𝑖∆𝑥𝑖 = ∑ 𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) 

(Pirade S. M., 2017) 

Definisi 2: 

Misal suatu fungsi dua peubah bebas 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) terdefinisi pada daerah 

bidang tertutup 𝑅, Jika  

𝑙𝑖𝑚
‖𝑝‖→0

∑ 𝑓

𝑛

𝑘=1

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)∆𝐴𝑘 

ada, untuk ‖𝑃‖ = 𝑚𝑎𝑘𝑠 ∆𝐴𝑘 dengan 

𝑘 = 1,2, . . , 𝑛 maka 𝑓 terintegralkan 

pada 𝑅. Lebih lanjut, 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅

 yang disebut integral 

lipat dua pada 𝑅 diberikan oleh 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴

𝑅

= 𝑙𝑖𝑚
‖𝑝‖→0

∑ 𝑓

𝑛

𝑘=1

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)∆𝐴𝑘  

(Gunawan G. d., 2015) 

C. Pembahasan 

Pada bagian ini akan dibahas 

terkait bagaimana Norm hasil kali silang 

dapat digunakan untuk menghitung luas 

suatu permukaan dalam ruang dimensi 

tiga. Misalkan permukaan 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), 

𝑓 mempunyai turunan parsial pertama 

yang kontinu terhadap sumbu- 𝑥 dan 

sumbu- 𝑦 dinotasikan dengan 𝑓𝑥 dan 𝑓𝑦. 

 
Gambar 1. Permukaan Bidang 

Misalkan terdapat suatu 

permukaan 𝐺 dengan persamaan fungsi 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) dan misalkan 𝑆 adalah 

daerah asal dari permukaan 𝐺 seperti 

pada Gambar 1, dengan menggunakan 

konsep Jumlah Riemann, daerah asal 

dari permukaan 𝑆 dapat dibentuk partisi-

partisi berupa persegi panjang-persegi 

panjang yang dinotasikan dengan 𝑅,  
𝑅 = {(𝑥, 𝑦)|𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} 

seperti pada Gambar 2. 

 

 

Gambar 2. Partisi pada Daerah 𝑅 

Misalkan 𝑅𝑖𝑗 adalah partisi sembarang 

yang merupakan sub partisi pada 𝑅 

(Gambar 3) dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 dan 

𝑗 = 1,2, … , 𝑚, dalam hal ini △ 𝑥 =
𝑏−𝑎

𝑛
  

dan △ 𝑦 =
𝑑−𝑐

𝑚
. 

 

 

Gambar 3. Partisi 𝑅𝑖𝑗 

Misalkan 𝐺𝑖𝑗 adalah sub 

permukaan pada 𝐺, dengan memandang 
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koordinat titik 𝑤𝑖𝑗(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)) pada 

𝐺𝑖𝑗 yang diproyeksikan secara ortogonal 

terhadap titik yang termuat pada 𝑅𝑖𝑗 di 𝑆. 

Sedemikian sehingga, ada titik (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) 

pada 𝑅𝑖𝑗 yang merupakan proyeksi dari 

𝑤𝑖𝑗(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)) pada 𝐺𝑖𝑗. Oleh 

karena itu, untuk mendapatkan luas 

permukaannya maka setiap partisi akan 

diaproksimasi dengan luas bidang 

singgung yang menyinggung 𝑤𝑖𝑗, dan 

dinotasikan dengan 𝑇𝑖𝑗. Sehingga 

aproksimasi dari luas permukaan 𝐺 

dapat dihitung dengan persamaan (1). 

                    𝐴(𝐺) ≈ ∑ 𝐴(𝑇𝑖𝑗)
1≤ 𝑖 ≤ 𝑛
1≤𝑗≤𝑚 

                    (1) 

untuk aproksimasi persamaan (1) agar 

nilainya semakin mendekati nilai yang 

sesungguhnya maka panjang partisi 𝑅 

dinyatakan dengan ‖𝑅‖ haruslah 

semakin kecil agar galat yang dihasilkan 

semakin mengecil mendekati nol, 

sehingga ‖𝑅‖ → 0 ((𝑛, 𝑚) → ∞) dapat 

dinyatakan dengan persamaan (2).  

                𝐴(𝐺) = lim
(𝑛,𝑚)→∞

∑ 𝐴(𝑇𝑖𝑗)           (2)

1≤ 𝑖 ≤ 𝑛
1≤𝑗≤𝑚 

 

 

Gambar 4. Rincian Sub Partisi 𝑅𝑖𝑗 

Dalam Gambar 3 dibuat lebih terinci 

seperti pada Gambar 4. Misalkan 

terdapat 𝒖𝒊 dan 𝒗𝒋 yang merupakan 

vektor-vektor pada permukaan di daerah 

𝑇𝑖𝑗, dengan vektor 𝒖𝒊 yang mengarah 

pada sumbu-𝑥 dan vektor 𝒗𝒋 yang 

mengarah pada sumbu-𝑦. Daerah 𝑇𝑖𝑗 

merupakan bidang singgung pada daerah 

𝐺𝑖𝑗 yang membentuk jajaran genjang, 

sedemikian sehingga untuk menghitung 

luas bidang singgung daerah 𝑇𝑖𝑗 dapat 

menggunakan Teorema 4 bagian 3 

                𝐴(𝐺) = lim
(𝑛,𝑚)→∞

∑ ∑‖𝒖𝒊 × 𝒗𝒋‖    (3)

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

untuk menghitung ‖𝒖𝒊 × 𝒗𝒋‖ harus 

dicari terlebih dahulu elemen-elemen 

yang termuat pada vektor 𝒖𝒊 dan 𝒗𝒋 

dengan menggunakan Teorema 6 Bidang 

Singgung 
𝑧 − 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = 𝑓𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑖) + 𝑓𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)(𝑦 − 𝑦𝑗)  (4) 

Sedemikian sehingga, diperoleh elemen-

elemen dari vektor  𝒖𝒊 dan 𝒗𝒋 adalah 

𝒖𝒊 = (∆𝑥𝑖 , 0, 𝑓𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∆𝑥𝑖)    

dan  
 𝒗𝒋 = (0, ∆𝑦𝑗 , 𝑓𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∆𝑦𝑗)   

Setelah diketahui elemen dari 

vektor 𝒖𝒊 dan vektor 𝒗𝒋, maka untuk 

menghitung luas 𝑇𝑖𝑗 adalah 

𝐴(𝑇𝑖𝑗) = ‖𝒖𝒊‖‖𝒗𝒋‖sin𝜃 = ‖𝒖𝑖 × 𝒗𝑗‖ 

dengan 𝜃 merupakan sudut diantara 

vektor 𝒖𝒊 dan vektor 𝒗𝒋  

𝒖𝑖 × 𝒗𝑗  = |

𝒊 𝒋 𝒌

∆𝑥𝑖 0 𝑓𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∆𝑥𝑖

0 ∆𝑦𝑗 𝑓𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∆𝑦𝑗

| 

karena itu luas  𝑇𝑖𝑗 adalah 

𝐴(𝑇𝑖𝑗) = ‖𝒖𝑖 × 𝒗𝑗‖ 

𝐴(𝑇𝑖𝑗) =  ∆𝑥𝑖∆𝑦𝑗√[𝑓𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]
2

+ [𝑓𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]
2

+ 1    (5) 

Substitusikan Persamaan (5) terhadap 

Persamaan (3), sehingga luas daerah 𝐺 

diperoleh

lim
(𝑛,𝑚)→∞

∑ ∆𝑥𝑖∆𝑦𝑗√[𝑓𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]
2

+ [𝑓𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]
2

+ 1 1≤ 𝑖 ≤ 𝑛
1≤𝑗≤𝑚 

(6) 

 

D. Kesimpulan 

Jika 𝒖 dan 𝒗 merupakan vektor yang 

termuat pada bidang singgung yang 

menyinggung pada permukaan 𝑓(𝑥, 𝑦) 

di titik 𝑤𝑖𝑗(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)) pada 𝐺𝑖𝑗. 

Sedemikian sehingga, 
𝒖𝒊 = (∆𝑥𝑖 , 0, 𝑓𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∆𝑥𝑖)    

dan  
 𝒗𝒋 = (0, ∆𝑦𝑗 , 𝑓𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∆𝑦𝑗) 
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Maka luas permukaan 𝐺 atau 

𝐴(𝐺) dapat diaproksimasi dengan 

bidang singgung 𝐴(𝑇𝑖𝑗) dan dinyatakan 

oleh 

𝐴(𝐺) = lim
(𝑛,𝑚)→∞

∑ 𝐴(𝑇𝑖𝑗)  
1≤ 𝑖 ≤ 𝑛
1≤𝑗≤𝑚 

= lim
(𝑛,𝑚)→∞

∑ ∑‖𝒖𝒊 × 𝒗𝒋‖

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

E. Saran 

Banyaknya masalah luas 

permukaan disebabkan beragamnya 

bentuk fungsi untuk setiap permukaan 

bidang. Pada saat menghitung luas 

permukaan menggunakan Norm hasil 

kali silang seperti pada persamaan (6), 

ketika fungsi sulit untuk diturunkan 

maka persamaan (6) terkedala saat 

proses perhitungannya sehingga perlu 

dilakukan penelitian lebih lanjut 

mengenai luas permukaan. 
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